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Problemstellung:

Das Elektron eines Wasserstoffatoms sei aus dem 1s-Grundzustand in den 2p-
Zustand angeregt worden.

Da dieser Vorgang nicht instantan, sondern innerhalb einer gewissen Zeitspan-
ne At stattfindet, kann man das Elektron nicht exakt in den 2p-Eigenzustand
tiberfithren, da dieser nach Definition “schart” ist.

Die infolge Praparationszeit At unvermeidliche Energieunschéirfe AFE ergibt sich
aus:

AEAt=~h.

Ich reduziere die Situation auf den einfachsten Fall, wo dem angeregten 2p-
Zustand nur schwach der 1s-Zustand beigemengt ist:
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Fiir den 2p-Zustand ist [ = 1, und wir beschrénken uns hier der Einfachheit
halber auf m = 0.

Man darf fiir die folgenden Betrachtungen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
voraussetzen, dass die Koeflizienten ¢y und c¢; reellwertig sind.



Hier nochmal der Ansatz fiir die Wellenfunktion im angeregten Zustand:
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Die Funktionen 2&18(7") und ?722p(7") sind Losungen der zeitunabhingigen
Schrodinger-Gleichung
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[2pm0 + V(’r‘)] V15(r) = E15¢14(r) bzw. [2pm0 - V(’r‘)] Vop (1) = Fap by (7)
mit

p=—ihV.

Daher losen die Funktionen v, (r,t) = ¢, (7) e~ t mit n = 1s oder n = 2p
beide die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung

[ p’ 4+ V(r,t)] U (T, 1) = ih%%(r,t).

2m0

\ J/
N




Die &n(r) sind als Eigenlosungen der zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung
auf Eins normiert und zueinander orthogonal

/ B (1) Pn(r) & = By

Daraus folgt mit dem Ansatz
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Nehmen wir an, dass man mit der Anregung tatséchlich im wesentlichen den
2p-Zustand prapariert hat, dann gilt:

¢ ~ 1, und daher muss wegen ci=1—¢c* c5~0 sein.

Daraus folgt:
=FE>,—F1s

A ~ =
/w*(r, t) H(r,t) d>r = c% Es, + cg Eis = Es, — AFE cg



Bildet man die quantenmechanische Stromdichte in dem Zustand ¥ (r,t), so
ergibt sich:
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j(r;t) = [ (r, )V (r,t) = ¥(r, ) VY (r, 1))

Fiihrt man hier ¥ (r,t) in der Form
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ein, so folgt, da v1,(r) und 1221,(7“) reellwertige Funktionen sind, die also keine
Strombeitrige liefern:
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Dabel ist:

W = _ also hw = Eg, — E15 .



Man erhalt also:
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j(r,t) = e co €1 [Y15(T)V Yoy (1) — oy (r)V h15(1)] sinw it .
Da nun ¢; < 1 und demzufolge ¢y > 0 ist, tritt eine oszillierende Stromdichte
auf. Mit ihr ist ein oszillierendes Vektorpotential A(r,t) verbunden
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das jetzt im Hamilton-Operator des Elektrons auftritt:

ﬁzg%g%:m?+Wﬂ

Die Schrodinger-Gleichung des Problems “Elektron im unscharfen Anregungs-
zustand”:

(P — eA(r, 1))’
27710

+ V(r)| ¥(r,t) = zh% Y(r,t)

wird dadurch zu einer nicht-linearen partiellen Differentialgleichung.



(P — eA(r, t))*
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Diese nichtlineare partielle Differentialgleichung kann man fiir das Wasserstoft-
Atom relativ einfach numerisch 16sen. Im Folgenden gehe ich etwas pauschaler
VOr:

Der Ausdruck A A
P1s (T)V ¢2p(r)

lésst sich auf eine etwas andere Form bringen.

Dazu benutzt man die Identitét (folgt einfach aus der Kettenregel)

e = H)9(r) = i - pi(r) = —— T (r).
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Dann wird

D1s(1)V Doy (r) = 5 (1) 7 H oy (1) = thas () H 7 (1)
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Bildet man also das Integral von

gj(r,t) = ch Co C1 Wls(r)v 222]9(70) — lﬁgp(’r)v 1&18(’r)] sinwt

mo
dann lasst sich dieses schreiben in der Form

I(t)e, =2cycrew /zﬂls(r) 7o, (r) d>r sinwt mit e,||z — Achse
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Es ergibt sich also:

d
I(t)ezzﬁp(t) mit p(t) =gle|T coswt und g =2cyc

und daraus die Flussdichte der ausgesandten Strahlung nach Hertz:
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S(r,0,%) = 16m2¢egc3 12 [dt2 p(t)]




1 sin?6 [ d? ’
S(r,0,t) = t

(r,0,1) 1672 egc3 12 [dt2 p( )]
Integriert man diesen Ausdruck iiber die Kugel vom Radius r und mittelt {iber
eine Schwingungsperiode, dann erhilt man:
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S(t) = [g(t)]? Prm|? mit n' =2p:;n=1s
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Der Zustand des angeregten Elektrons hatte die Form
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Mit konstanten Koeffizienten erfiillt diese Funktion nur die zeitabhéngige
Schrodinger-Gleichung bei Abwesenheit des Strahlungsfelds A(r,t).



dann ist diese nur noch mit zeitabhingigen Koeffizienten cq(¢) und c¢i(t) zu
16sen:
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Eine einfache Rechnung liefert:

[co()]? = % 1+ tanh(%)] und  [e1(¢)]* = % [1 — tanh(%1)],

also

wie zu fordern ist.









