




























9.2 Die Lorentzkraft

Gleichung (7.3) ist zur Berechnung der Kraft auf einen Leiter nur dann geeignet, wenn die Feld-
verteilung geometrisch einfach ist, wie etwa im Fall von Abb. 9.1. In vielen anderen Fällen kommt
man mit einer anderen Formel leichter zum Ziel. Wir wollen diese andere Formel herleiten.

Wir wählen zunächst noch einmal eine geometrisch sehr einfache Anordnung, Abb. 9.3: eine un-
endlich ausgedehnte, von einem elektrischen Strom mit homogenem Stromdichtefeld durchflos-
sene Platte (Stromdichte in z-Richtung, Strom-
stärke pro Breite = I/b). Wir bringen die Platte
in ein Magnetfeld der Stärke H, dessen Rich-
tung parallel zur Platte und senkrecht zur
Stromrichtung ist. Die Suszeptibilität des Me-
diums, und damit µ, sei auf beiden Seiten der
Platte gleich. Bei dieser Konfiguration sind nur
die x-Komponente von H, die y-Komponente
der Kraft F und die z-Komponente der Strom-
dichte j von Null verschieden. Wir beschrän-
ken uns daher bei der Rechnung auf diese Kom-
ponenten und lassen die Indices x,y und z weg.

Wir berechnen die Kraft, die auf die Platte
wirkt:

F = (σr - σl)A

(“l” bedeutet links, “r” rechts.)

Zur Berechnung von σ = - (µµ0/2) H2 brauchen wir die links und rechts tatsächlich herrschende
Feldstärke. Diese setzt sich zusammen aus der Feldstärke H des “äußeren” Feldes und der Stärke
H' des Feldes, dessen Quelle der elektrische Strom in der Platte ist.

Die von der Platte verursachte Feldstärke H'
berechnen wir mit Hilfe der 1. Maxwellglei-
chung, Abb. 9.4:

H'rbr + H'lbl = (I/b) b

und mit br = b und bl = -b wird H'r - H'l = I/b.
Aus Symmetriegründen ist H'r = -H'l . Es ist al-
so 

H'r = I/(2b) und H'l = -(I/2)b.

Damit wird die Gesamtfeldstärke

links  Hl = H - I/(2b)   und rechts  Hr = H + I/(2b).

Hiermit erhält man die Differenz der mechanischen Spannungen

und mit A = l . b

F = - (σr - σl)A = µµ0IlH

Diese Gleichung ist ein Spezialfall der vektoriellen Beziehung

F = µµ0I(l × H) = I(l × B)  (9.1)

Der Vektor l  hat dieselbe Richtung wie die elektrische Stromdichte. Gleichung (9.1) gilt nicht
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Abb. 9.3. Auf einen ebenen Leiter, durch den ein elektrischer
Strom fließt, wirkt in einem äußeren Magnetfeld eine Kraft.

Abb. 9.4. Zur Berechnung des Wegintegrals über die magne-
tische Feldstärke



nur unter den der Rechnung zu Grunde liegenden einfachen Bedingungen. Sie beschreibt in je-
dem Fall die Kraft, die auf einen Leiter wirkt, in welchem ein elektrischer Strom fließt und der sich
in einem Magnetfeld befindet. Die Feldstärke H, die in die Gleichung einzusetzen ist, ist die Feld-
stärke, die in Abwesenheit des Leiters vorhanden wäre. Man nennt die Kraft, die man mit Glei-
chung (9.1) berechnet,  die 

a

Lorentzkraft.

9.3 Beispiele zur Lorentzkraft

a

Kraft auf einen Draht, in dem ein elektrischer Strom fließt (Abb. 9.5)

Auf diesem Prinzip beruht das “Drehspulgalvanometer”, Abb. 9.6. Es befindet sich in fast allen
analogen Strom-, Spannungs- und Widerstandsmessern.

a

Kraft zwischen parallelen Leitern, in denen elektrische Ströme fließen

Wir betrachten Draht 2 im Feld von Draht 1,
Abb. 9.7, und wenden Gleichung (9.1) an. In
unserem Fall ist F = µ0I2lH1. Mit H1 =
I1/(2πr) wird

Ist die Richtung des elektrischen Stroms in den
beiden Drähten dieselbe, so ziehen sich die
Drähte an, andernfalls stoßen sie sich ab.

a

Kraft auf bewegte, elektrisch geladene Teil-
chen

Wir fassen den elektrischen Strom in einem Leiter als Bewegung elektrischer Ladung mit der ein-
heitlichen Geschwindigkeit v auf:

Damit wird die Lorentzkraft:

Da der Vektor v dieselbe Richtung hat wie l, kann man schreiben

F = Q(v × B) (9.3)

In dieser Gleichung steckt keine geometrische Größe des Leiters mehr. Sie gilt deshalb auch für
einzelne Ladungspakete, und damit auch für Teilchen. Ist das Teilchen ein Elektron, so wird

F = - e(v × B) (9.4)

F l B= ×Q

l
v( )

I vA
Q

V
vA

Q

l
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l
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π
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2
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Abb. 9.6. DrehspulgalvanometerAbb. 9.5. Das Magnetfeld drückt den Draht nach links.

Abb. 9.7. Draht 2 im Feld von Draht 1



a

Elektronen im homogenen Magnetfeld

Ein Elektron bewege sich mit der Geschwindigkeit v in einem Magnetfeld, das ohne die Gegen-
wart des Elektrons homogen wäre und die Stärke H hätte. v stehe senkrecht auf H. Auf das Elek-
tron wirkt die Kraft  F = - e(v × B) . Das hat eine Impulsänderung zur Folge. Da F senkrecht auf
v steht, ist 

dp/dt = - mω2r.

r ist der Krümmungsradius der Bahn des Elektrons, ω die zugehörige Kreisfrequenz.

Mit der Kontinuitätsgleichung für den Impuls 

dp/dt = F 

wird

-mω2r = - e(v × B)

oder

mω2r = evB     

Mit v = ωr erhalten wir schließlich die sogenannte Zyklotron-Frequenz:

a

Erklärung von Induktionsvorgängen mit Hilfe der Lorentzkraft

Eine Leiterschleife wird in ein Magnetfeld hin-
einbewegt wie es Abb. 9.8 zeigt. Das Magnet-
feld ist zeitlich konstant. Trotzdem tritt eine In-
duktionsspannung auf. Das erkennt man leicht,
wenn man den Vorgang in dem Bezugssystem
betrachtet, in dem die Leiterschleife ruht.

Stattdessen kann man den Vorgang aber auch in
dem Bezugssystem, in dem der Magnet ruht,
mit Hilfe der Lorentzkraft erklären: Wir be-
trachten den Teil PQ der Leiterschleife. Im
Draht befinden sich bewegliche Ladungsträ-
ger. Sie bewegen sich mit der Geschwindigkeit
v im Magnetfeld nach links. Daher wirkt die
Lorentzkraft FL = Q(v × B) auf sie. Hierdurch
werden die Ladungsträger solange verschoben,
bis FL durch Fel = QE kompensiert wird. Es
entsteht also ein elektrisches Feld der Stärke:

E = v × B

E liegt in Richtung des Leiters.

 

a

Der Halleffekt

Ein elektrischer Leiter, der sich in einem
Magnetfeld befindet, werde von einem elektri-
schen Strom durchflossen, Abb. 9.9. Bewegen
sich die Ladungsträger mit der Geschwindig-
keit v, so wirkt auf sie die Lorentzkraft F =
Q(v × B), quer zur Richtung des Leiters. Da in
dieser Richtung kein elektrischer Strom fließen
kann, häuft sich auf den Seiten des Leiters elek-

ω = e

m
B
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Abb. 9.8. Im Bezugssystem des Dauermagneten kann die In-
duktion nicht mit der 2. Maxwellschen Gleichung erklärt wer-
den.

Abb. 9.9. Zum Halleffekt



trische Ladung an, und zwar gerade so, daß FL durch Fel = QE kompensiert wird. Die elektri-
sche Spannung zwischen den beiden Seiten des Leiters, die so entsteht, heißt Hall-Spannung UH.
Es gilt:

Q(v × B) = QEH   ⇒   EH = v × B    oder    |E|H = v . B .

Mit  v = I/(ρdb)  und  UH = |E|Hb wird

Durch Messen von I, B, UH und d kann man damit die Dichte der beweglichen Ladung bestim-
men. Insbesondere erhält man so auch das Vorzeichen der beweglichen Ladung.

a

Kräfte auf induzierte Ströme

Bewegt man eine geschlossene Leiterschleife in ein Magnetfeld hinein, Abb.9.10, so wird in der
Leiterschleife ein Strom induziert. Auf den Draht, in dem jetzt ein elektrischer Strom fließt, wirkt
im Magnetfeld die Lorentzkraft. Sie ist so gerichtet, daß sie die Bewegung der Leiterschleife “zu
hindern versucht”.

Auch wenn man eine volle Metallplatte in das Magnetfeld hineinbewegt, wird ein elektrischer
Strom induziert. Da diesem sein Weg durch die Geometrie des Leiters nicht vorgeschrieben ist,
nennt man ihn Wirbelstrom. Sonst gilt aber dasselbe wie für die Leiterschleife: Auf die Metall-
platte wirkt eine Lorentzkraft, die die Bewegung zu hindern versucht.

U vBb
IB

dH = = 1
ρ
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Abb. 9.10. Lorentzkraft auf induzierten Strom (a) in Leiterschleife und (b) in Metallplatte

a b



a

10. Supraleiter

10.1 Die supraleitende Phase

a

Es gibt Stoffe, die sich in ihren elektromagnetischen Eigenschaften von den bisher betrachteten
deutlich unterscheiden: die Supraleiter. Es gibt zahlreiche Varianten der Supraleitung. Wir be-
schränken uns hier auf die Betrachtung eines einfachen Idealfalls, der realisiert ist durch die soge-
nannten Supraleiter erster Art. 

Die Supraleitung ist ein Zustand, der dem betrachteten Stoff nicht unabänderlich anhängt, son-
dern in dem sich der Stoff nur unter bestimmten Bedingungen befindet, ähnlich wie der ferro-
magnetische Zustand, oder der feste, flüssige oder gasige Zustand. Insbesondere darf die Tempe-
ratur einen bestimmten Wert nicht überschreiten; sonst verliert der Stoff seine supraleitende Ei-
genschaft. Genauso, wie ein Stoff nur fest ist, wenn die Temperatur nicht höher als die Schmelz-
temperatur ist, oder ferromagnetisch, solange die Temperatur die Curietemperatur nicht über-
schreitet, so ist ein Material auch nur supraleitend, wenn seine Temperatur nicht höher ist als die
sogenannte Übergangstemperatur. Am Phänomen der Supraleitung nehmen nicht alle Elektronen
teil, die im Normalzustand für die elektrische Leitung verantwortlich sind, sondern im Allgemei-
nen nur ein Teil von ihnen. 

Es gibt sehr viele Stoffe, die eine supraleitende
Phase haben. In Tabelle 10.1 sind die Über-
gangstemperaturen für einige chemische
Grundstoffe aufgeführt. Es gibt Legierungen
und chemische Verbindungen mit viel höheren
Übergangstemperaturen.

Hier die Eigenschaften der Supraleiter:

(1) Ihr elektrischer Widerstand ist Null. Statt
der Gleichung 

a

j = 

α

σ . E

gilt die 

a

1. Londonsche Gleichung:

jS ist die elektrische Stromdichte der supraleitenden Ladungsträger, Λ eine Materialkonstante.
Die Gleichung sagt, daß ein elektrisches Feld zeitlich konstanter Stärke nicht einen Strom kon-
stanter Stärke zur Folge hat, sondern einen Strom, dessen Stärke gleichmäßig zunimmt, einen
gleichmäßig beschleunigten Strom sozusagen.

(2) Supraleiter verdrängen aus ihrem Innern magnetische Felder. Diese Eigenschaft nennt man
den Meißner-Ochsenfeld-Effekt. Die Feldverdrängung bewerkstelligt der Supraleiter dadurch,
daß an seiner Oberfläche elektrische Ströme fließen. Das magnetische Feld dieser Ströme ist ge-
rade so, daß es das Gesamtfeld im Innern des Supraleiters zu Null kompensiert. Genauso wie ein
elektrisches Feld in einen Körper mit freien Ladungsträgern bis zu einer gewissen Tiefe eindringt,
falls die Ladungsträgerkonzentration nicht sehr groß ist, so dringt auch das magnetische Feld in
eine dünne Oberflächenschicht eines Supraleiters ein. Die Dicke dieser Schicht läßt sich berech-
nen mit Hilfe der 

a

2. Londonschen Gleichung

Λ rot jS = –B

Λ ⋅ =d

dt

j
ES

a

Tabelle 10.1. Übergangstemperaturen einiger chemischer
Grundstoffe

Übergangstemperatur (K)

Hg 4,15
La 4,8
Nb 9,2
Ta 4,39
Tc 7,8
V 5,3



Da Λ von der Konzentration der supraleitenden Ladungsträger abhängt, hängt auch die Dicke
dieser Schicht davon ab. 

10.2 Idealtypen magnetischer Materialien

Wir hatten früher zwei Idealformen des Magnetismus kennengelernt: den Magnetismus ideal
weichmagnetischer Stoffe und den ideal hartmagnetischer Stoffe. Mit den Supraleitern haben wir
einen dritten magnetischen Idealstoff kennengelernt. Wir wollen die drei Stoffe miteinander ver-
gleichen. 

Alle drei verlieren ihren Magnetismus bei hinreichend großen Temperaturen. 

Den weichmagnetischen Stoff kann man auffassen als Idealform des paramagnetischen Stoffs,
den Supraleiter als Idealform des diamagnetischen Stoffs. 

Weichmagnetische und supraleitende Stoffe haben gemeinsam, daß sie ein magnetisches Feld in
ihrem Innern nicht zulassen. Sie verhindern aber das Eindringen von Magnetfeldern auf verschie-
dene Art. 

Der Weichmagnet kompensiert ein Feld, das eigentlich in seinem Innern sein möchte, dadurch,
daß er an seiner Oberfläche Pole bildet. Der Supraleiter erreicht dasselbe Resultat , indem er an
seiner Oberfläche Ströme fließen läßt. Die Folge für die Feldstärkeverteilung an der Außenseite
ist in den beiden Fällen sehr verschieden. 

Abb. 10.1a zeigt die Feldstärkeverteilung, die entsteht, wenn man einen einzelnen Magnetpol der
ebenen Oberfläche eines Weicheisenkörpers nähert. Man erhält außerhalb des Weicheisens die-
selbe Feldstärkeverteilung, wie wenn man das Weicheisen durch eine magnetische “Spiegella-
dung” ersetzt, eine Ladung desselben Betrages wie die erste Punktladung, aber des entgegenge-
setzten Vorzeichens, Abb. 10.1b. 

Abb. 10.1c zeigt den Magnetpol vor der ebenen Oberfläche eines Supraleiters. Die Ströme an der
Oberfläche bewirken ein Abbiegen der magnetischen Feldlinien, so daß sie tangential zur Ober-
fläche verlaufen. Man erhält dieselbe Feldstärkeverteilung, wenn man den Supraleiter ersetzt
durch einen Spiegelpol desselben Betrages und desselben Vorzeichens, Abb. 10.1d.
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Abb. 10.1. Ein einzelner Magnetpol befindet sich vor der ebenen Oberfläche eines Weicheisenkörpers (a). Die Feldstärkevertei-
lung bleibt dieselbe, wenn man das Weicheisen durch einen Spiegelpol entgegengesetzten Vorzeichens ersetzt (b).  Ein einzelner
Magnetpol befindet sich vor der ebenen Oberfläche eines Supraleiters (c).  Die Feldstärkeverteilung bleibt  dieselbe, wenn man
den Supraleiter durch einen Spiegelpol desselben Vorzeichens ersetzt (d).

a
b

c d



Abb. 10.2 zeigt zwei zueinander analoge Versuche. Das Weicheisenstück in Abb. 10.2a hat eine
Temperatur, die über seiner Curietemperatur liegt. Es ist also (fast) unmagnetisch. Man läßt nun
die Temperatur abnehmen. Sobald sie die Curietemperatur unterschreitet, wird das Weicheisen-
stück vom Dauermagneten angezogen, Abb. 10.2b.

Die Temperatur des Supraleiters in Abb. 10.2c ist höher als die Übergangstemperatur. Der “Su-
praleiter” ist also noch nicht supraleitend. Seine Temperatur wird nun abgesenkt. Sobald sie die
Übergangstemperatur unterschreitet, springt der Supraleiter in die Höhe und bleibt über den Dau-
ermagneten in der Schwebe.
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Abb. 10.2. Die Temperatur des Weicheisenstücks liegt über der Curietemperatur (a). Die Temperatur des Weicheisenstücks wur-
de unter die Curietemperatur abgesenkt (b). Die Temperatur des Supraleiters liegt über der Übergangstemperatur (c). Die Tempe-
ratur des Supraleiters wurde unter die Übergangstemperatur abgesenkt (d).

a b

c
d



a

11. Energieströme und Impuls im elektromagnetischen Feld

11.1 Die Energiestromdichte im elektromagnetischen Feld

a

Wird ein Kondensator geladen, so fließt Energie in den Raum zwischen den Platten. Wird ein
Elektromagnet eingeschaltet, so fließt Energie in den Raum zwischen den Polen. Während ein
Elektromotor läuft, fließt Energie in den Rotor hinein, um durch die Motorwelle wegzufließen.
Beim Generator ist es umgekehrt. In allen diesen Fällen fließt Energie im materiefreien Raum: im
elektromagnetischen Feld. Ist das Feld durch 

a

E und H (und P und M) eindeutig beschrieben, so
muß sich auch der Energiestrom aus diesen Größen berechnen lassen. Da E und H lokale Größen
sind, muß sich aus ihnen die lokale Größe Energiestromdichte j

a

E berechnen lassen.

Wir gehen aus von der bekannten Gleichung für die Energiestromstärke

P = UI .

Sie ist gültig für den Fall, daß der Energiestrom
von einem Ladungsstrom begleitet ist. Diese
Gleichung kann prinzipiell keine Aussage über
den Ort machen, an dem die Energie fließt, denn
sie enthält nur nichtlokale Größen. Um diese
durch lokale Größen zu ersetzen, betrachten wir
eine geometrisch besonders einfache Anord-
nung: Der elektrische Strom fließe durch zwei
ebene, parallele Leiter, deren Abstand klein ist
gegen die seitliche Ausdehnung, Abb. 11.1.

Den Zusammenhang zwischen elektrischer
Spannung und elektrischer Feldstärke erhält
man durch Anwendung von Gleichung (4.5):

U = |E|d

und den zwischen elektrischer Stromstärke und magnetischer Feldstärke durch Anwendung von
Gleichung (8.1):

I = |H|b (11.1)

Damit wird:

P = |E| . d . |H| . b    

und mit    |jE| = P/(db)

|jE| = |E| . |H| .

Die Energie fließt senkrecht zu E und zu H, und zwar  in der Abbildung nach hinten. Es ist also in
unserem Fall

jE = E 

α

× H. (11.2)

Diese Gleichung gilt für jedes elektromagnetische Feld, also nicht nur unter den einfachen Vor-
aussetzungen unserer Rechnung. Die Größe S = E × H nennt man auch den 

a

Poyntingvektor.

Gleichung (11.2) enthält nur lokale Größen. Sie macht nicht nur eine Aussage darüber, ob und
wieviel Energie fließt, sie sagt auch, wo sie fließt. jE(r) ist ein Vektorfeld. Die Stromlinien dieses

Abb. 11.1. Zur Berechnung der Energiestromdichte

a



Feldes veranschaulichen die Energieströmung genauso, wie die jQ-Stromlinien die Ladungsströ-
mung veranschaulichen.

11.2 Beispiele für Energieströmungen

a

Energieübertragung mit Kabeln

Eine galvanische Zelle sei über zwei ideal leitende Drähte mit einem Stück Widerstandsdraht ver-
bunden. Ausgangsstation der Energie ist also die Zelle, Endstation der Widerstandsdraht. Wir be-
schreiben qualitativ den Weg der Energie zwischen diesen beiden Stationen. In Abbildung 11.2
sind E- und H-Feld angedeutet. Die jE-Linien
verlaufen senkrecht zu E und senkrecht zu H.
Drei jE-Linien sind eingezeichnet. Man sieht,
daß ihre Quellen in der Zelle liegen und ihre
Senken im Widerstandsdraht. 

Im Widerstand wird die ankommende Energie
dissipiert. Wenn die Zuleitungen nicht den Wi-
derstand Null haben, so hat die elektrische
Feldstärke eine Komponente in Drahtrichtung
und einige jE-Linien münden in die Zuleitungs-
drähte ein.

a

Die Energieströmung beim Laden eines Kon-
densators

Die elektrische Stromdichte nimmt von der
Stelle, an der die Zuleitungen der Kondensator-
platten befestigt sind, ausgehend ab, und zwar
so, daß sie an den Rändern der Platte Null ist,
Abb. 11.3. Das Magnetfeld nimmt also auch zu
den Rändern hin ab, und damit auch die Ener-
giestromdichte jE. Die Energiestromdichte hat
also zwischen den Kondensatorplatten Senken.
Das muß so sein, denn hier wird ja die Energie
deponiert.

a

Der bewegte Kondensator

Ein Kondensator mit der Ladung pro Fläche
Q/A = ρA werde parallel zu seinen Plattenebe-
nen mit der Geschwindigkeit v bewegt, Abb.
11.4. Gesucht ist das jE-Feld. Dazu müssen E
und H berechnet werden.

Überall zwischen den Platten ist nach Glei-
chung (4.9)

und nach Gleichung (11.1) 

Wir berechnen zunächst noch I als Funktion

H = I

b

E = ρ
ε

A

0
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Abb. 11.2. Elektrische Feldstärke, magnetische Feldstärke
und Energiestromdichte in einem einfachen Stromkreis

Abb. 11.3. (a) Elektrische Feldstärke und Energiestromdich-
te; (b) Ladungsstromdichte

Abb. 11.4. Ein Kondensator wird mitsamt seiner Energie pa-
rallel zur Plattenrichtung bewegt.

a

b



der bekannten Größen. ρA ist die Ladung pro Fläche, ρAb demzufolge die Ladung pro Länge (in
Bewegungsrichtung). Die Stromstärke ist Ladung pro Länge mal Geschwindigkeit:

I = ρAb v

Damit wird

|H| = ρA v

und mit (11.2) schließlich

Drückt man die Flächenladung durch die elektrische Feldstärke aus, so erhält man
|jE| = ε0 E2 |v|

Dieses Ergebnis ist erstaunlich, denn nimmt man an, daß die Feldenergie des Kondensators ein-
fach mit der Geschwindigkeit v verschoben wird, so erhält man für die Energiestromdichte gera-
de den halben Wert, nämlich

Was geschieht mit der anderen Hälfte? Sie fließt mechanisch durch die Platten zurück. Die Platten
stehen unter Zugspannung und bewegen sich. Also fließt in ihnen ein Energiestrom, der sich nach
P = v F berechnen läßt.

a

Die Energieströmung in Motor und Generator

Die Beschreibung ist je nach Bezugssystem anders. Wir wählen für die Beschreibung das Bezugs-
system, in dem der Magnet ruht und sich der Leiter bewegt.

a) 

a

Generator

Der stabförmige Leiter c, Abb. 11.5, wird nach rechts bewegt, so daß er auf den beiden Leitern a
und b gleitet. Der Stromkreis sei zunächst of-
fen. Auf die freien Ladungsträger in c, die wir
uns positiv geladen denken, wirkt die
Lorentz-Kraft und verschiebt sie in die Rich-
tung  von Leiter b, so daß das elektrische Poten-
tial von b gegen das von Leiter a ansteigt. Zwi-
schen a und b befindet sich ein elektrisches
Feld. Die Feldlinien laufen von b nach a. Wir
schalten nun einen Energieempfänger ein. Ist
dessen Widerstand groß gegen den restlichen
Widerstand des Stromkreises, so bleibt die
Spannung zwischen a und b unverändert. Durch
c fließt nun ein elektrischer Strom gegen das
elektrische Feld.

Abbildung 11.6 zeigt qualitativ das E-, das H-
und das jE-Feld. Die Energie fließt aus dem bewegten Stab heraus und durch das elektromagneti-
sche Feld in den Widerstand hinein.

b) 

a

Motor

Wir ersetzen den Widerstand durch eine elektrische Energiequelle. Die Quelle sei stromstabili-
siert. Der Strom fließe zuerst durch a, dann durch b und durch a zurück zur Quelle. Auf die beweg-
lichen Ladungsträger in Leiter c wirkt eine Lorentz-Kraft, deren Richtung parallel zu den Leitern
a und b ist. Dadurch beginnt Leiter c, sich nach links zu bewegen. Bewegt sich c, so wirkt auf die
Ladungsträger in c noch eine Lorentzkraft, die parallel zu c nach a gerichtet ist. Diese führt dazu,

ε0 2

2
E v

j vE = ρ
ε

A
2

0
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Abb. 11.5. Leiter c wird nach rechts bewegt; er gleitet dabei
auf den Leitern a und b.



daß ein elektrisches Feld entsteht, dessen Feldlinien von a nach b laufen.

Die resultierenden jE-Feldlinien laufen von der Quelle zum Leiter c, Abb. 11.7.

11.3 Energieübertragung mit magnetischen Verschiebungsströmen

In der Gleichung P = UI

a

 müßte statt I eigentlich der gesamte elektrische Strom im Maxwell-
schen Sinn, nämlich I + ∫∫(∂D/∂t)dA, stehen.

Das erkennt man an Hand von Abb. 11.8. Der Energiestrom, der in den gestrichelt umrandeten
Bereich hineinfließt, soll berechnet werden. Wir betrachten den Zeitpunkt kurz nach dem Ein-
schalten, zu dem die Kondensatoren noch nicht geladen sind. Die gesamte Spannung der Quelle
liegt dann noch am Widerstand, und damit
fließt der gesamte Energiestrom, der von der
Quelle kommt, zum Widerstand. Man erhält
seinen Wert mit

Man kann Energie auch mit Hilfe 

a

magnetischer
Verschiebungsströme übertragen, und es gilt
die analoge Gleichung:

Abbildung 11.9a zeigt ein Beispiel. Ein Perma-
nentmagnet bei A influenziert in einem magne-
tischen Leiter (Weicheisen) magnetische La-
dungen. Dreht man den Permanentmagneten,
so fließt im Weicheisen ein magnetischer
Wechsel(verschiebungs-)strom. Dieser führt
dazu, daß der magnetische Kondensator bei B
mit wechselndem Vorzeichen geladen wird.
Der Permanentmagnet bei B wird dadurch in
Drehung versetzt.

Die Stärke des Energiestroms, der mit Hilfe der
Weicheisenleitungen übertragen wird, ist
durch die oben stehende Gleichung gegeben.
Jede der beiden magnetischen Leitungen befin-
det sich auf räumlich nahezu konstantem
magnetischem Potential. Um ist die Potential-
differenz zwischen den Leitungen. Da

µ0 ∂H/∂t « ∂M/∂t 

ist, vereinfacht sich die Gleichung zu

P U dm= ⋅ ∫∫ Ḃ A

P U d= ⋅ ∫∫ Ḋ A

83

 Abb. 11.7. E-, H- und jE-Feld beim MotorAbb. 11.6. E-, H- und jE-Feld beim Generator

Abb. 11.8. Zur Verallgemeinerung der Gleichung P=UI

Abb. 11.9. Energieübertragung mit magnetischen Verschie-
bungsströmen. (a) Magnetische Spannung und magnetische
Stromstärke; (b) E-, H- und jE-Feld

a

b



Das Flächenintegral erstreckt sich über eine einzige der beiden Leitungen.

Auch diese Gleichung macht keine Aussage über den Weg, den der Energiestrom nimmt. Dieser
Weg ist wieder durch jE = E × H gegeben. Um jede der beiden Leitungen befinden sich nach der
zweiten Maxwellschen Gleichung geschlossene elektrische Feldlinien. Vom einen zum anderen
Leiter laufen magnetische Feldlinien. Die jE-Linien laufen von A nach B, Abb. 11.9b.

Ersetzt man einen der beiden Magneten durch eine Spule, durch die ein Wechselstrom fließt, Abb.
11.10a, so erhält man einen Elektromotor. Ersetzt man beide Magneten durch Spulen, Abb.
11.10b, so erhält man einen Transformator. In jedem Fall wird die Energie von links nach rechts
mit Hilfe magnetischer Verschiebungsströme übertragen, und die jE-Stromlinien verlaufen im
Wesentlichen außerhalb der magnetischen Leitungen.

11.4 Geschlossene Energiestromkreise im elektromagnetischen Feld

Eine positive elektrische und eine positive
magnetische Punktladung befinden sich neben-
einander, und zwar in Ruhe, Abb. 11.11. Über-
all in der Umgebung der beiden Ladungen ist
E ≠ 0 und H ≠ 0, und E und H sind, von der
Verbindungslinie der beiden Ladungen abgese-
hen, nirgends parallel zueinander. Es ist also
überall jE ≠ 0. Die jE-Feldlinien bilden kon-
zentrische Kreise um die Verbindungslinie der
beiden Ladungen herum. Das jE-Feld hat also
keine Quellen oder Senken. Das muß auch so
sein, denn es gibt kein anderes System, dessen
Energie ab- oder zunimmt.

11.5 Der Impuls des elektromagnetischen Feldes

Für einen Energie-Impuls-Transport durch den leeren Raum mit der Geschwindigkeit v gilt:

Daraus folgt für die Dichten ρp und ρE von Energie und Impuls

p v= E

c2

P U dm= ⋅ ∫∫ Ṁ A
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Abb. 11.10. Energieübertragung mit magnetischen Leitern; (a) Elektromotor; (b) Transformator

Abb. 11.11. Elektrische und magnetische Punktladung. (a)
E- und H-Feld in Seitenansicht; (b) jE-Feld perspektivisch

a

b

a b



Wenn sich die Energiestromdichte jE = ρE v schreiben läßt, gilt demnach:

Diese Beziehung gilt viel allgemeiner als die Gleichungen, aus denen sie hergeleitet wurde. Oft
kann man einen Energiestrom nicht, wie es die Gleichung jE = ρEv voraussetzt, als mit einer ein-
heitlichen Geschwindigkeit v bewegte Energie beschreiben. Trotzdem gilt auch dann der Zusam-
menhang ρp = jE/c2 zwischen Impulsdichte und Energiestromdichte. Die Allgemeingültigkeit
dieser Beziehung besagt, daß ρp und jE eigentlich gar keine verschiedenen Größen sind, sondern
ein und dieselbe. Man sollte ihnen also eigentlich auch keine verschiedenen Anschauungen zu
Grunde legen. Tatsächlich kann man mit beiden Größen dieselbe Anschauung verbinden. Beide
stellen nämlich das dar, was man umgangssprachlich “Schwung” nennt. Impuls ist Schwung, aber
auch strömende Energie ist Schwung. (Man ist vielleicht eher geneigt zu sagen, strömende Ener-
gie 

a

hat Schwung.) Mit jE = E × H folgt für die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes:

11.6 Zusammenfassung

Wir haben jetzt Ausdrücke für die Dichten und Stromdichten sowohl für die Energie als auch den
Impuls des elektromagnetischen Feldes. Energiedichte und Energiestromdichte sind durch die
Gleichungen (5.1), (7.1) und (11.2) gegeben. Die Impulsstromdichte ist identisch mit der mecha-
nischen Spannung. Sie wird durch die Gln. (5.2), (5.4), (7.2) und (7.3) beschrieben. Die Impuls-
dichte schließlich berechnet sich nach Gl. (11.3). Wir fassen die Gleichungen noch einmal zusam-
men.

Wir haben damit alle Komponenten des sogenannten Energie-Impuls-Tensors des elektromagne-
tischen Feldes, der in der Relativitätstheorie eine große Rolle spielt.

ρ εε ρ µµ

ρ

σ εε σ µµ

σ εε σ µµ

E E

E

c

= =

= ×

= ×

= = 



= − = − 



⊥ ⊥

0 2 0 2

2

0 2 0 2

0 2 0 2

2 2

2 2

2 2

E H

j E H

E H

E H

E H

p

Energiedichte

Energiestromdichte

Impulsdichte

mechanische Spannung parallel

zu den Feldlinien

mechanische Spannung senkrecht

zu den Feldlinien

|| ||

ρp

E H= ×
c2 (11.3)

ρp

j= E

c2

ρ ρ
p v= E

c2
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12. Strukturen in der Elektrodynamik

12.1 Die Gibbssche Fundamentalform des elektromagnetischen Feldes

a

Wir betrachten einen Raumbereich vom Volumen 

a

V, in dem sich ein homogenes elektromagneti-
sches Feld befindet. Aus der Energiedichte 

erhält man

dE = V(

α

ε0

a

EdE + µ0HdH)

Diese Beziehung gibt an, um welchen Betrag dE sich die Energie ändert, wenn die elektrische
oder magnetische Feldstärke geändert wird.

Wir wollen diese Energieänderung durch nichtlokale Größen ausdrücken und betrachten dazu zu-
nächst den magnetischen Term dE = Vµ0HdH. Ist dE die Änderung der Energie in einer Spule,
so gilt 

Ist dagegen dE die Änderung der Energie in einem magnetischen Kondensator, so ist mit
Um/d = H und Qm/A = µ0H:

Allgemein kann man also ersetzen:

Vµ0HdH = I dΦ + UmdQm.

Auf analoge Art kann man den lokalen Ausdruck für die Änderung der Energie des elektrischen
Feldes durch einen nichtlokalen Ausdruck ersetzen.

Vε0EdE = ImdΦel + UdQ ,

wo Φel der Fluß von D ist.

Insgesamt ist also

dE = I dΦ + UmdQm + ImdΦel + UdQ .

Eine Beziehung dieser Art heißt Gibbssche Fundamentalform.

In dieser Beziehung sind zwei Terme nicht wichtig:

UmdQm ist selten von Bedeutung, da magnetische Kondensatoren nicht als technische Bauele-
mente benutzt werden.

ImdΦel ist praktisch gar nicht realisierbar, da es schwierig ist, magnetische Ströme zu erzeugen.

In praktischen Anwendungen bleibt also gewöhnlich nur der Ausdruck

dE V
U

d

dQ

A
U dQm m

m m= =

a

dE V d V d V
NI

l

d

NA
Id= = = =µ0H H H B

Φ Φ

E

V E= = +ρ ε µ0 2 0 2

2 2
E H



dE = I dΦ + UdQ .

Er beschreibt zum Beispiel die Energieänderung in einer Spule (1. Term) und in einem elektri-
schen Kondensator (2. Term). Dieser Ausdruck hat nicht mehr die Symmetrie zwischen elektri-
schen und magnetischen Größen, die wir bisher stets betrachtet haben, denn es fehlt das Analogon
ImdΦel zu IdΦ und das Analogon UmdQm  zu UdQ.

Zwischen IdΦ und UdQ besteht aber eine Symmetrie anderer Art. Dies ist genau diejenige Sym-
metrie, die im Physik-I-Kurs ausgenutzt wurde und die wir “Dualismus” genannt hatten (und die
ihr Analogon in der Mechanik hat). Bei dieser Abbildung sind nicht nur Größen durcheinander zu
ersetzen, sondern auch topologische Beziehungen, etwa “Knoten ↔ Masche”, “parallel ↔ hin-
tereinander”. Schließlich sind auch Größen durch ihren Kehrwert zu ersetzen, nämlich “Wider-
stand ↔ Leitwert”, und hieraus folgen die Ersetzungen “Kurzschluß ↔ Leerlauf”, und “Leiter ↔
Nichtleiter”.

Während die Betrachtung der Symmetrie, bei der sich E und H entsprechen, für das Verständnis
der physikalischen Grundlagen besonders hilfreich ist, ist der Dualismus, in dem sich U und I
entsprechen, für das Verständnis technischer Anwendungen sehr nützlich.

12.2 Die Analogie zwischen Ladungsdichte und Stromdichte

In der theoretischen Physik ist eine weitere Analogie sehr beliebt. Sie beruht auf einem Vergleich
zwischen ρQ und jQ. So wie ρQ die Quelle des E-Feldes ist, so ist jQ die Quelle des B-Feldes.
Hier entsprechen sich also E und B. In Analogie zum elektrischen Potential ϕ definiert man das

a

Vektorpotential A:

B = rot A .

In Analogie zur Poissongleichung

∆ϕ = – ρ/ε0

gilt dann (ohne Beweis)

∆A = – µ0j .
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13. Elektrische Schwingungen - der Wechselstrom

13.1 Die Maschenregel in Stromkreisen, die Induktivitäten enthalten

a

In Stromkreisen, in denen nur Gleichstrom fließt, oder in denen Spannungen, die durch zeitlich
veränderliche Ströme induziert werden, gegen die anderen auftretenden Spannungen vernachläs-
sigt werden können, ist 

a

E

a

dr auf jedem geschlossenen Weg, insbesondere entlang jeder “Ma-
sche”, gleich Null. Es kann ein Potential definiert werden, und es gilt die Maschenregel (Glei-
chung (2.7):

Die Maschenregel gilt aber nicht mehr, sobald
sich Induktivitäten im Stromkreis befinden. In
dem in Abb. 13.1 dargestellten Stromkreis ist
(Gleichung (8.9)): 

Da aber die Maschenregel sehr praktisch ist, rettet man sie mit Hilfe eines Tricks. Im Stromkreis
von Abb. 13.1 liegt der volle Beitrag zum Integral ∫Edr am Widerstand. Es ist also

oder

Man tut nun so, als ob es in dem Stromkreis ein Potential gäbe; man tut so, als ob das negative von
(-L∂I/∂t), also L∂I/∂t, eine Spannung sei, die von einem elektrischen Feld in der Spule herrührt.
Man interpretiert also die Gleichung RI + L∂I/∂t = 0 folgendermaßen: Am Widerstand fällt die
Spannung UWid = R I ab, und an der Spule fällt die Spannung USp = L∂I/∂t ab.

Mit dieser Festlegung gilt also wieder

13.2 Elektrische Schwingkreise

Abbildung 13.2 zeigt einen elektrischen
Schwingkreis. Zu seiner rechnerischen Be-
handlung benutzen wir die verallgemeinerte
Maschenregel:

Wir leiten die Gleichung nach der Zeit ab und
benutzen dQ/dt = I (die Beziehung zwischen
Kondensatorladung und Ladestrom):

LI RI
Q

C
˙ + + = 0

a

U
U LIi∑ =

= +





0

Verallgemeinerte Maschenregel;

gilt,  wenn  eingesetzt wirdSpule
˙

RI LI+ =˙ 0

− =LI RI˙

E rd LI
Stromkreis

∫ = − ≠˙ 0

Ui∑ = 0

Abb. 13.1. Stromkreis mit Induktivität

Abb. 13.2. Elektrischer Schwingkreis (Serienschwingkreis)



Wir dividieren schließlich noch durch L:

Dies ist eine Differentialgleichung für gedämpfte Schwingungen. Die Lösung geschieht nach
dem bekannten Rezept.

Für R = 0 sind die Schwingungen ungedämpft, und es ist

Mit U = L∂I/∂t ergibt sich

Mit der Beziehung

die man aus (4.10) und (4.27) gewinnt und mit Gleichung (8.12) 

erhält man 

und

Die Summe

ist also zeitlich konstant. 

Die Energie fließt mit der Frequenz 2ω zwischen Spule und Kondensator hin und her. Das sieht
man auch am Energiestrom:

Für R ≠ 0 ist

ω = −1
4

2

2LC
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L

P U I I U t t I U t= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =0 0 0 0
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Die Amplituden des elektrischen Stroms und der Spannung klingen ab gemäß

und die des Energiestroms gemäß

Abbildung 13.3 zeigt den Schwingkreis, den
man durch “duales Übersetzen” erhält: C ↔ L,
R ↔ 1/R parallel ↔ hintereinander. Statt diese
Schaltung mit der zur Maschenregel dualen
Knotenregel zu berechnen, kann man einfach
die Ergebnisse der vorigen Rechnung überset-
zen. So ergibt sich z.B. für die Frequenz:

13.3 Wechselstrom und Wechselspannung

Wenn sich die Stromstärke (oder die Spannung) zeitlich gemäß einer Sinusfunktion ändert, wenn
also I(t) = I0 sin (ωt+ϕ) (oder U(t) = U0 sin (ωt+ϕ)) ist, so spricht man von einem Wechsel-
strom (bzw. einer Wechselspannung). Wechselstrom hat aus verschiedenen Gründen eine große
technische Bedeutung.

Man verwendet Wechselstrom hoher Frequenz als Datenträger, und Wechselstrom niedriger Fre-
quenz (meist 50 Hz) als Energieträger.

Die Vorteile des Wechselstroms beruhen zum großen Teil darauf, daß die durch die 1. und 2. Max-
wellsche Gleichung beschriebenen Gesetze wirksam werden, denn in diesen Gleichungen stehen
Zeitableitungen. Da die Zeitableitung einer harmonischen Funktion wieder eine harmonische
Funktion ist, sind die Zusammenhänge zwischen den verschiedenen elektrischen Größen beson-
ders einfach.

Sind zwei Punkte A und B eines elektrischen Netzwerks durch eine beliebige Anordnung von
Ohmschen Widerständen, Kondensatoren und Spulen miteinander verbunden, Abbildung 13.4,
und liegt zwischen A und B die Wechselspannung U = U0 sin ωt, so fließt durch die Anordnung
ein Wechselstrom derselben Frequenz: I = I0 sin (ωt+ϕ).

Der Strom ist im Allgemeinen gegen die Span-
nung phasenverschoben. Wir werden sehen,
daß I0 zu U0 proportional ist. Der Quotient
U0/I0 heißt der 

a

Scheinwiderstand der Anord-
nung. Er wird mit X bezeichnet.

Wir untersuchen im Folgenden den Zusam-
menhang zwischen U(t), I(t) und P(t) für
- einen Ohmschen Widerstand;
- einen Kondensator;
- eine Spule;
- Widerstand, Kondensator und Spule hinter-

einandergeschaltet;
- Widerstand, Kondensator und Spule parallel-

geschaltet.

ω = −1 1
4 2 2LC R C

e− R

L
t

e–
R

L
t

2
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Abb. 13.3. Parallelschwingkreis

Abb. 13.4. Elektrisches Netzwerk mit Spulen, Kondensatoren
und Widerständen



13.4 Der Wechselstromwiderstand

a) 

a

Ohmscher Widerstand

Für den Ohmschen Widerstand gilt:

U = RI .

Zwischen die Enden des Widerstandes wird die Wechselspannung U(t) = U0 sin ωt  gelegt. Die
Konsequenz: Es fließt ein Wechselstrom der Stärke

wobei I0 = U0/R  ist.

Die Stromstärke der im Widerstand dissipierten Energie ist:

Der zeitliche Mittelwert von P(t) ist

Welchen Wert Ueff müßte eine Gleichspannung haben, die dieselbe Dissipation im Widerstand
verursacht?

Die entsprechende elektrische Stromstärke wäre

Man nennt Ueff und Ieff die Effektivwerte der Wechselspannung bzw. des Wechselstroms.
Wechselstrom- und Wechselspannungsmeßgeräte sind in Effektivwerten von Strom bzw. Span-
nung geeicht. Man kann also mit den gemessenen Werten den mittleren Energiestrom als Produkt
aus (Effektiv-)Spannung und (Effektiv-)Strom nach der Formel P = UI berechnen.

Die 220 V der Steckdose stellen ebenfalls die Effektivspannung dar.

b) 

a

 Kondensator, kapazitiver Widerstand

Für den Kondensator gilt Gleichung (4.10):

Q = CU .

Ableitung nach der Zeit und Einsetzen von I für ∂Q/∂t ergibt:

Wir legen die Spannung U(t) = U0 sin ωt  an und erhalten einen Strom der Stärke

wobei I0 = ωCU0 ist.
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Ändert sich die Spannung am Kondensator harmonisch, so ändert sich also auch die Stärke des
Stroms durch den Kondensator harmonisch, I(t) ist aber gegen U(t) um π/2 phasenverschoben:
U(t) liegt gegen I(t) um π/2 zurück.

Den Scheinwiderstand

nennt man 

a

kapazitiven Widerstand.

Wir berechnen noch den Energiestrom, der in den Kondensator fließt:

Es fließt Energie abwechselnd in den Kondensator hinein und aus ihm heraus. Der zeitliche Mit-
telwert der Energiestromstärke ist Null. 

c) 

a

 Spule, induktiver Widerstand

Für die Spule gilt Gleichung:

Mit I(t) = I0 sin ωt  wird

Ändert sich die Stärke des Stroms durch die Spule harmonisch, so ändert sich auch die Spannung
zwischen den Enden der Spule harmonisch, U(t) ist aber gegen I(t) um π/2 phasenverschoben:
I(t) liegt gegen U(t) um π/2 zurück.

Den Scheinwiderstand

nennt man 

a

induktiven Widerstand.

Der Energiestrom, der in die Spule fließt, ist:

P(t) = U(t) I(t) = ωLI0
2 sin ωt  cos ωt

Es fließt Energie abwechselnd in die Spule hin-
ein und aus ihr heraus. Der zeitliche Mittelwert
der Energiestromstärke ist Null.

d) 

a

Ohmscher Widerstand, Spule und Konden-
sator hintereinandergeschaltet, Abb. 13.5

Die elektrische Stromstärke ist in allen drei Ele-
menten dieselbe:

I(t) = I0 sin ωt .

Gesucht ist die Spannung 

X
U

I
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0

ω

U t LI t LI t U t( ) cos sin sin= = +

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Abb. 13.5. Widerstand, Kondensator und Spule hintereinan-
der geschaltet



U(t) = UR(t) + UC(t) + UL(t). 

Da U(t) die Summe von drei harmonischen Spannungen derselben Frequenz ist, muß sie die fol-
gende Form haben:

U(t) = U0 sin (ωt - ϕ) .

Wir wollen U0 und ϕ bestimmen.

Vergleich der Koeffizienten von sinωt  und cosωt liefert:

U0 cos ϕ = I0R

und  

Daraus folgt

und

und schließlich

Der Scheinwiderstand der Anordnung ist also

Der gesamte Energiestrom in die Anordnung ergibt sich zu

P(t) = U0sin(ωt - ϕ)I0sinωt = U0I0sinωt (sinωt cosϕ - cosωt sinϕ)

Der zeitliche Mittelwert ist

Der Faktor cosϕ  gibt an, welcher Bruchteil des Produkts Ueff Ieff in der Anordnung dissipiert
wird. 
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e) 

a

Ohmscher Widerstand, Spule und Konden-
sator parallel geschaltet, Abb. 13.6

Die Spannung an allen drei Elementen ist die-
selbe: 

U(t) = U0 sinωt. 

Gesucht ist die elektrische Stromstärke 

I(t) = IR(t) + IC(t) + IL(t). 

Da I(t) die Summe von drei harmonischen
Stromstärken derselben Frequenz ist, muß sie
die folgende Form haben:

I(t)  =  I0 sin(ωt - ϕ).

Wir wollen I0 und ϕ berechnen.

Vergleich der Koeffizienten von sinωt und cosωt liefert:

und  

Daraus folgt

und

und schließlich

Der Scheinwiderstand dieser Anordnung ist also

R
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=
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Abb. 13.6. Widerstand, Kondensator und Spule parallel ge-
schaltet



Wir hätten uns diese Rechnung sparen können, wenn wir die Ergebnisse von Abschnitt d) dual
übersetzt hätten. 

Für den mittleren Energiestrom ergibt sich wieder

13.5 Die Beschreibung von Wechselstromnetzwerken mit komplexen Größen

Ist die Frequenz eines Wechselstromkreises ein für allemal festgelegt, so braucht man zur Cha-
rakterisierung eines Wechselstroms nur noch zwei Werte: die Amplitude und die Phase. Dasselbe
gilt für Wechselspannungen. Die Beschreibung durch die Zeitfunktion I0 cos(ωt + ϕ) ist also un-
nötig umständlich. Die Darstellung von Wechselströmen und Wechselspannungen wird beson-
ders einfach, wenn man komplexe Zahlen verwendet:

I = I0cos(ωt + ϕ)       wird dargestellt durch     

a

I = I0eiϕ

U = U0cos(ωt + ϕ)    wird dargestellt durch     

a

U = U0eiϕ

Es ist also

Nun wissen wir, daß sich bei Addition von zwei
komplexen Zahlen Realteile und Imaginärteile
einzeln addieren. Wir erhalten damit ein einfa-
ches Verfahren, Ströme (oder Spannungen),
die gegeneinander phasenverschoben sind, gra-
phisch zu addieren. Wir stellen die Ströme
(oder Spannungen) in der Gaußschen Zahlen-
ebene durch Vektorpfeile dar und addieren sie
nach den Regeln der Vektoraddition, Abb.
13.7. 

Auch die Darstellung der zeitlichen Ableitung
einer solchen Größe ist in komplexer Schreib-
weise sehr bequem. Es sei

I(t) = I0cos(ωt + ϕ)

also   

a

I = I0eiϕ

Die zeitliche Ableitung von I ist

Die zeitliche Ableitung in komplexer Schreibweise ist

Man erhält also die Zeitableitung durch Multiplikation mit iω.

İ I I I= = =+



ω ω ωϕ π π

0 2 2e e ii i

˙( ) sin( ) cosI t I t I t= − + = + +



ω ω ϕ ω ω ϕ π

0 0 2

I I U Ut t= [ ] = [ ]Re e      und     Re ei iω ω
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2
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Abb. 13.7. Darstellung der Summe von zwei Wechselstrom-
stärken in der Gaußschen Zahlenebene



Auch der Zusammenhang zwischen Stromstärke und Spannung kann mit komplexen Zahlen be-
schrieben werden. Wir definieren den komplexen elektrischen Widerstand oder die 

a

Impedanz Z:

Für einen Ohmschen Widerstand ergibt sich

ZR  =  R

Für einen Kondensator, an dem die Spannung U = U0cosωt liegt, ist

a

U = U0

und

also

Für eine Spule, durch die ein Strom der Stärke I = I0cosωt fließt, ist

a

I = I0

und

also

ZL  =  iωL

Sind mehrere Elemente 1,2,3 . . .  mit den Impedanzen Z1, Z2, Z3, . . .  hintereinandergeschaltet, so
ist die komplexe Gesamtspannung:

a

U = 

a

U1 + 

a

U2 + 

a

U3 + … = Z1

a

I + Z2

a

I + Z3

a

I + … = (Z1 + Z2 + Z3 + … )

a

I

Die Gesamtimpedanz ist daher

Die Impedanzen addieren sich also beim Hin-
tereinanderschalten. Auch sie können deshalb
in der komplexen Zahlenebene zusammenge-
setzt werden. So ist beispielsweise die Impe-
danz der Anordnung der Abbildung 13.8:

Der Betrag der Impedanz einer Anordnung aus
Ohmschen Widerständen, Kondensatoren und
Spulen ist gleich dem Scheinwiderstand der
Anordnung. Für R, C und L hintereinanderge-
schaltet ist zum Beispiel:

Z
C

R L R L
C

= + + = + −



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1 1
i

i i
ω

ω ω
ω
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Z
CC = 1

iω

I CU C U CU= = =˙ i iω ω 0
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Abb. 13.8. Addition von Impedanzen in der Gaußschen Zah-
lenebene



13.6 Der Transformator

Wir benutzen die komplexe Darstellung von
Wechselspannungen, Wechselströmen und
Wechselstromwiderständen zur Berechnung
des Transformators. Ein Transformator besteht
aus zwei Spulen, die auf einen gemeinsamen
Eisenkern, Abb. 13.9, gewickelt sind, so daß
der gesamte magnetische Fluß Φ (Fluß des B-
Feldes) der einen Spule durch die andere Spule
läuft, und umgekehrt. Die Induktivität der bei-
den einzelnen Spulen ist (Gleichung (8.11)):

Fließt durch Spule 1 ein Strom der Stärke I1, so entsteht auch ein Fluß Φ2 durch Spule 2:

Die Größe

heißt 

a

gegenseitige Induktivität.

Fließt ein Strom der Stärke I2 durch Spule 2, so entsteht auch ein Fluß in Spule 1:

Φ1 = L21I2

mit

L21 = L12

Die Induktionsspannungen sind also

Die Spulen haben außer einem induktiven noch
einen Ohmschen Widerstand R1 bzw. R2. Die-
ser verhält sich so, als wäre er zum induktiven
Widerstand in Reihe geschaltet (warum?),
Abb. 13.10. Für die komplexe Spannung an den
beiden Spulen ergibt sich damit:

an Spule 1 (Primärspule)

an Spule 2 (Sekundärspule)

L I L I

L I L I

1 1 12 2

2 2 12 1

˙ ˙
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Abb. 13.9. Eisenkern eines Transformators

Abb. 13.10. Ersatzschaltbild des Transformators



Die Primärspule des Transformators sei nun an
eine Quelle angeschlossen, die eine Wechsel-
spannung 

a

U1 fester Amplitude (und natürlich
auch fester Frequenz) liefert. An die Sekundär-
spule ist ein rein Ohmscher Verbraucherwider-
stand R angeschlossen, Abb. 13. 11, so daß

a

U2 = - R 

a

I2 (13.5)

Gesucht ist der Zusammenhang zwischen 

a

U1
und 

a

U2 und zwischen 

a

I1 und 

a

I2.

Wir ersetzen 

a

U2 in (13.4b) mit (13.5):

0 = - iωL12

a

I1 + (R + R2 + iωL2)

a

I2 

und erhalten

Wir fragen nun nach dem Quotienten I1/I2 der Amplituden der Stromstärken. Dieser ist gleich
|

a

I1/

a

I2|, d. h. gleich dem Betrag von (13.6):

Transformatoren sind gewöhnlich so gebaut, daß bei der verwendeten Frequenz gilt:

R1 << ωL1          und            R2 << ωL2 (13.7)

(Man erreicht das dadurch, daß man die Windungszahlen hinreichend groß macht. Der Wider-
stand R geht linear, die Induktivität L aber quadratisch mit der Windungszahl.)

Damit wird

Ist auch der Verbraucherwiderstand klein gegen den induktiven Widerstand der Sekundärspule,
ist also

R << ωL2,

so wird

Wir eliminieren nun 

a

I1 und 

a

I2 in (13.4a) mit Hilfe von (13.5) und (13.6):
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Abb. 13.11. Der Transformator ist mit einer Quelle der Span-
nung 

a

U1 und einem Verbraucherwiderstand R verbunden.



Unter Verwendung von L1L2=L12 
2, was aus den Gleichungen (13.1), (13.2) und (13.3) folgt, er-

hält man

Wieder fragen wir nach dem Quotienten der Amplituden des Ausdrucks:

Mit (13.7) wird daraus näherungsweise: 

Wenn man die Spulenwiderstände vernachlässigen kann, vereinfacht sich die Beziehung noch
weiter. Dieses Vernachlässigen ist möglich, wenn die beiden folgenden Ungleichungen erfüllt
sind:

Unter diesen Voraussetzungen wird:

Gleichungen (13.8) und (13.9) gelten gleichzeitig wenn
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a

14. Elektromagnetische Wellen

14.1 Kinematik harmonischer Wellen

a

Ist der zeitliche Verlauf des Wertes einer physikalischen Größe 

a

f an einem beliebigen Ort x der-
selbe wie bei x = 0, jedoch um x/v zeitlich verschoben:

so spricht man von einer Welle. Ist f eine Sinusfunktion, ist also

f(t,x) = f0 sin [

α

ω(t  - x/v)] = f0 sin (ωt - kx), 

so bildet die raumzeitliche Verteilung von f eine 

a

harmonische Welle.

Betrachtet man einen festen Ort x0, so beschreibt f(t,x0) eine harmonische Schwingung mit der
Kreisfrequenz ω, Abb. 14.1a.

Betrachtet man den Verlauf von f zu einem bestimmten Zeitpunkt t0, Abb. 14.1b, so stellt
f(t0,x) eine sinusförmige Variation von f mit x dar. k = 2π/λ ist die Wellenzahl (nach SI “Kreis-
wellenzahl”), λ die Wellenlänge. Wenn man zwei solche “Momentaufnahmen” kurz hinterein-
ander im zeitlichen Abstand ∆t macht, erhält man denselben Verlauf als Funktion von x, nur in
x –Richtung um ∆x = v∆t verschoben.

Macht man viele Momentaufnahmen nacheinander, so zeigt die Folge dieser Aufnahmen eine
scheinbare Bewegung der Sinusfunktion in x-Richtung mit der 

a

Phasengeschwindigkeit:

v
k

= ω

a

f x t f t
x

v
( , ) ( )= −

Abb. 14.1 Zur Kinematik einer Sinuswelle

a

b



14.2 Harmonische Wellen als Lösungen der Maxwellgleichungen

Die Maxwellgleichungen haben unter anderem harmonische Wellen als Lösung. Wir machen den
Ansatz

a

E(z,t) = (Ex(z,t),0,0)     Ex(z,t) = E0 cos (kz - ωt)

H(z,t) = (0, Hy(z,t),0)   Hy(z,t) = H0 cos (kz - ωt)

Wir verifizieren diesen Ansatz durch Einsetzen
in die erste und in die zweite Maxwellglei-
chung. Es wird über die in Abbildung 14.2 ein-
gezeichneten Wege bzw. Flächen integriert. Es
sei jQ = 0 und χe = χm = 0, so daß sich die
Maxwellgleichungen vereinfachen zu

und

a

1. Maxwellsche Gleichung 

a

2. Maxwellsche Gleichung 

Aus (14.1) und (14.2) folgt

c = ω/k  ist die Phasengeschwindigkeit der Welle.

ω
ε µk

= 1

0 0

E
k

H0 0 0= µ ω
(14.2)
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Abb. 14.2. Integrationswege und -flächen für die Verifikation
des Wellenansatzes



Außerdem folgt aus (14.1) und (14.2)

ε0E0
2 = µ0H0

2 (14.4)

Unser Ansatz erfüllt also die Maxwellgleichungen, d.h. die Maxwellgleichungen haben harmoni-
sche Wellen als Lösung, für die die Zusammenhänge (14.3) und (14.4) gelten. Diese Wellen hei-
ßen 

a

elektromagnetische Wellen. Sie bilden eine Klasse von Zuständen des Systems “elektro-
magnetisches Feld”. Wir diskutieren nun diese Lösung der Maxwellgleichungen.

a) 

a

Geschwindigkeit

Es zeigt sich, daß der Ausdruck (14.3) gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts ist.
Dies ist der stärkste Hinweis darauf, daß Licht eine elektromagnetische Welle ist. Die Vereini-
gung der Optik mit der Theorie des elektromagnetischen Feldes ist Maxwells Verdienst. Die er-
sten Abschnitte seiner elektromagnetischen Theorie des Lichts sind in Abschnitt 14.4 wiederge-
geben.

b) 

a

Phasenbeziehung zwischen 

a

E

a

 und 

a

H

a

, Polarisation

Die elektrische und die magnetische Feldstärke sind in Phase. E und H stehen senkrecht aufein-
ander. Die Welle breitet sich senkrecht zu E und H aus. Man sagt, sie ist “transversal”.

c) 

a

Energiedichte, Energiestromdichte, Impulsdichte und Impulsstromdichte

Aus Gleichung (14.4) folgt, daß das elektrische Feld und das magnetische Feld zu gleichen Teilen
zur Energiedichte der Welle beitragen. Auch die Energiedichte bildet eine harmonische Welle, ih-
re Frequenz ist 2ω, die Wellenzahl 2k.

Die Energiestromdichte jE steht senkrecht auf E und H, sie weist in die Ausbreitungsrichtung
der Welle. Die Energie fließt also in dieselbe Richtung, in die sich die Phase der Welle ausbreitet.
Auch jE bildet eine harmonische Welle mit der Frequenz 2ω und der Wellenzahl 2k.

Die Impulsdichte ist bis auf den Faktor 1/c2 mit der Energiestromdichte identisch.

In Ausbreitungsrichtung der Welle fließt ein Impulsstrom. (Benachbarte Bereiche der Welle üben
Kräfte aufeinander aus.) Die zugehörige Stromdichte ist σ = 1/2 (ε0E2 + µ0H2) =  µ0H2

= ε0E2.  Dieser Impulsstrom entspricht einer Druckspannung; man nennt ihn auch den 

a

Licht-
druck.

14.3 Die Abstrahlung elektromagnetischer Wellen - der Hertzsche Oszillator

Es gibt viele Methoden, elektromagnetische Wellen zu erzeugen. Wir beschreiben hier eine Mög-
lichkeit, die physikalisch und technisch besonders wichtig ist. Ihre rechnerische Behandlung ist
aber schwieriger als die anderer Methoden, und wir überlassen die Berechnung der Vorlesung der
theoretischen Physik. Die Methode funktioniert folgendermaßen: Die Punktladungen eines elek-
trischen Dipols werden sinusförmig hin- und herbewegt, so daß das Dipolmoment den zeitlichen
Verlauf

p(t) = p0 sin ωt (14.5)

hat. Man kann sich vorstellen, daß das mit Hilfe einer mechanischen Vorrichtung geschieht, Abb.
14.3a.



Äquivalent hierzu kann man auch zwei räum-
lich feststehende kleine Kugeln mit Hilfe eines
Wechselstromnetzgeräts periodisch positiv
und negativ aufladen, Abb. 14.3b. Auch das hat
ein sich harmonisch änderndes Dipolmoment
(14.5) zur Folge.

Heinrich Hertz wies nicht nur die elektro-
magnetischen Wellen zum ersten Mal experi-
mentell nach, er berechnete auch die Feldver-
teilung für den schwingenden Dipol
(Ann.d.Phys. 36,51,1888). Wir geben hier nur
ein Teilergebnis seiner Rechnungen wieder:
Wir stellen uns den schwingenden Dipol unendlich klein vor; das ist äquivalent dazu, daß man bei
einem nicht unendlich kleinen Dipol nur nach dem sogenannten 

a

Fernfeld fragt. Für das Fernfeld
gilt in Polarkoordinaten (der Dipol liege in z-Richtung):

E = (Er,Eϑ,Eϕ)

Er ≈ 0

Eϕ = 0

H = (Hr,Hϑ,Hϕ)

Hr = 0

Hϑ = 0 

Wir diskutieren dieses Ergebnis.

a) 

a

lokale Eigenschaften

Lokal ist dieses Feld von dem der ebenen Welle
von Abschnitt 14.2 nicht zu unterscheiden: E
und H stehen senkrecht aufeinander, und E
und H stehen beide senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung. Außerdem gilt überall ε0E2 =

µ0H2.

b) 

a

Verteilung von 

a

E

a

 

a

und 

a

H

a

 im Raum

Die Phase, d.h. das Argument der Sinusfunkti-
on, hat auf Kugelschalen (Dipol im Kugelmit-
telpunkt) einen konstanten Wert. Die H-Feld-
linien bilden geschlossene “Breitenkreise”,
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Abb. 14.3. Vorrichtungen zur Erzeugung elektrischer Dipol-
strahlung

a b

Abb. 14.4. E- und H-Feldverteilung des strahlenden
Hertzschen Dipols



Abb. 14.4. Die E-Feldlinien folgen, außer in Polnähe, “Längenkreisen”, Abb. 14.4 und 14.5. Das
Umkehren der E-Feldlinien geschieht an Stellen schwacher Feldstärke.

c) 

a

Verteilung der Energiestromdichte

Die jE-Vektoren weisen radial nach außen. Ihr Betrag ist

Die Amplitude nimmt nach außen mit 1/r2 ab,
in Übereinstimmung mit dem Energiesatz.

Die ϑ-Abhängigkeit für ein festes r, Abbil-
dung 14.6, ist so, daß | jE| in der Äquatorialebe-
ne maximal ist. In Richtung der Dipolachse ist
|jE| = 0.

d) 

a

Die Frequenzabhängigkeit der Energiestromdichte

|jE| ist proportional zu ω4,

a

 Gleichung (14.6), d.h. die abgestrahlte Energie wächst sehr stark mit
der Schwingungsfrequenz des Dipols an, oder in anderen Worten: Schwingt der Dipol langsam,
so strahlt er nicht. Ein langsam schwingender Dipol baut einfach das aus der Elektrostatik bekann-
te Dipolfeld auf und wieder ab. Die beim Aufbau in das Feld hineingesteckte Energie bekommt
man beim Abbau wieder heraus. Die Antriebsmaschine in Abbildung 14.3 verbraucht fast keine
Energie. Nimmt die Frequenz zu, so nimmt der Energieverbrauch zu. Die Energie fließt mit der er-
zeugten Welle weg.

Eine genauere Betrachtung zeigt, daß für die Abstrahlung die zweite zeitliche Ableitung des Di-
polmoments zuständig ist. Daraus folgt, daß zur Erzeugung elektromagnetischer Wellen ein har-
monisch schwingendes Dipolmoment nicht nötig ist, sondern daß auch eine gleichmäßig be-
schleunigte Ladung, z.B. ein gleichmäßig beschleunigtes geladenes Teilchen ein elektromagneti-
sches Feld erzeugt, in dem Energie ständig vom Teilchen wegfließt.

jE

p

c r
t

r

c
= −











ω
π ε

ω
4

0
2

2
0

3 2
2 2

4( )
sin sinϑ (14.6)

104

Abb. 14.5. E-Feldverteilung des strahlenden Hertzschen Dipols

Abb. 14. 6. Richtungsabhängigkeit der Energiestromdichte
des Hertzschen Oszillators



e) 

a

Magnetische Dipolstrahlung

Man kann elektromagnetische Wellen auch mit
einem schwingenden magnetischen Dipol er-
zeugen, etwa mit der Maschine in Abb. 14.7a
oder einem Ring, der von einem Wechselstrom
durchflossen wird, Abb. 14.7b. Das Feld sieht
genauso aus wie das des elektrischen Dipols,
nur sind elektrische und magnetische Feldstär-
ke gegeneinander vertauscht. Man erkennt also
an der Feld

a

verteilung, ob ein Feld von einem
elektrischen oder magnetischen Dipol herrührt.

14.4 Bemerkungen Maxwells zur elektromagnetischen Theorie des Lichts
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Abb. 14.7. Vorrichtungen zur Erzeugung magnetischer Di-
polstrahlung

a

b
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